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B,

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egészre a 22" — 1 szdmnak legalabb n kiilonbozds
primosztdja van.

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egészre 12 + 22 4 ... + n? =

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egészre 1 + \/Li + \/Lg + ...+ \/Lﬁ < 2v/n.

Vegyiink egy n > 4 oldalu konvex sokszoget, mely néhény atloja mentén haromszogekre
van osztva. Egy haromszoget fessiink feketére, ha 2 olyan oldala van, ami az eredeti
sokszognek is oldala, és sziirkére, ha 0 ilyen oldala van. Bizonyitsuk be, hogy 2-vel tobb
fekete haromszog van, mint sziirke.

Tekintsiik az {1, 2, ..., n} halmaz 6sszes olyan H részhalmazat, melyben nincs két 1 kiilonb-
ségii elem. Legyen s(H) a H elemeinek szorzatédnak négyzete. Mennyi az dsszes ilyen H-ra
nézve az s(H) értékek Osszege? (Az iires halmaz elemeinek szorzata 1.)

Egy kor alakt palya mentén van n autdé. A palyan egy iranyba lehet haladni. Az autok
tankjaban Osszesen annyi benzin van, amennyivel 1-szer korbe lehet menni a pélyan.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan autd, mellyel megtehetiink egy teljes kort a palyan agy,
hogy a t6bbi allo autobol (amikor odaériink) begytijthetjiik a benzint.

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egészre léteznek paronként relativ prim, 1-nél nagyobb
ko, k1, ..., k, egészek ugy, hogy kok;...k, — 1 megegyezik két szomszédos egész szorzatéaval.

Egy m x n-es tablazat cellaiba csupa kiillonb6z6 pozitiv egészeket irtunk. Minden sorban
kiszinezziik a p db legnagyobb szamot pirosra, és minden oszlopban kiszinezziik a k db
legnagyobb szamot kékre. Lassuk be, hogy legalabb pk darab lila mezé lett.

Egy szobaban n lampa van, és bizonyos lampaparok vezetékkel vannak 6sszekotve. Kezdet-
ben minden lampa le van kapcsolva. Minden lampan van egy gomb. Ha a gombot
megnyomjuk, akkor az adott lampanak, és minden kozvetleniil hozzakotott lampéanak is
megvaltozik az allapota. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan sorozata a gombnyomaéasok-
nak, mellyel minden lampa felkapcsolt allapotba keriil!

(Valogato 2021/1/3.) Egy szabalyos 100-szog 41 cstcsat kékre, a maradék 59 csucsat
pedig pirosra szinezziik. Bizonyitsd be, hogy ekkor létezik 24 konvex négyszog, )1, Qo,
...y Qoq, amiknek a csicsai a 100-szog csucsai koziil keriilnek ki, ugy, hogy a @4, ...,
()24 négyszogek (csucsaikat, oldalaikat és belsejliket is beleértve) paronként diszjunktak,
tovabba minden @); négyszognek pontosan 3 cstcsa egyszint, a negyedik cstcsa pedig mas
szind.

(IMO 2009/6.) Legyenek aj, as, ..., a, paronként kiilonbo6z6 pozitiv egészek, és legyen
M egy olyan, pozitiv egészekbdl allo, n — 1 elemii halmaz, ami nem tartalmazza az
s =ay + as + ... + a, szamot. Egy szocske a szamegyenesen ugral a 0 pontbdl kiindulva
ugy, hogy n ugréast hajt végre jobbra, melyek hossza aq, as, ..., a, valamilyen sorrendben.
Bizonyitsuk be, hogy a szocske meg tudja valasztani az ugrasok sorrendjét gy, hogy ne
ugorjon az M halmaz egyik elemére se.
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